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Cours de probabilité 7

Complément sm les calculs de lois

Rappel : changement de variables dans Ad : si § : U → v difféo entre deux ornent de Rd
,

fvfHdv--fufoloHH@KIdn.ttfeBtCRD .

↳ dit
. jacobien

(Rt
-

Watt#at
'

)

Déf . : (vecteur aléatoire) ¢ .
A
,
P) space probabilisée

On appelle recteur aléatoire tout va
.
à valeurs dans Rd

,
dsl

.

→ X = ¢ ,
_ . .

, Xd) est un vecteur aléatoire à tt k =L
, i.

d
, Xp en me v. a -

r
.



On appelle t'
×
,

,
.
. .

.

t'
× ,
les lois margines de X .

Prop . : X vecteur aléatoire de densité q .

Alors Xp a pom
densité

qk d)
= / 9¥ ,

- - -

, Xk . ) ,
n
,
× f+1 ,

- - -

, Xd) DX, - -
d× k - ,

d' k + ,
- -

d ×d'

exemple : pom d =
2
, § e B+ (A) ,

E # XD = $44,1 qq.xddx.dz -

_ ff4 , ) (fqxf.xddxsjdxr.IE
Prop .

: Soit X = ¢ ,
.
. .

.

, Xd) rect .

aléatoire de densité
q

.

les composantes X , .
. . .

, XD sont indépendants
SI QQ , n' → xd ) -- q ,

. . .

. qalxa) pp .

Ii 9f , xd ) = GHM . .
. gdfxdp.pe , pou certains fonctions g. . . _

, y a
>o



et du Xp a pour densité

qkdI-_gkI1ga@diDef.i( produit de convolution)
Soit P

, ,

P
,

deux proba . on Rd
. Il existe une unique probabilité , P

,
* Pa
,
t'
q

.

f) hxfty) dll , d Pdg) = f4 ) dll , * t'a)(x) , the B
"

@ d) .

Propriété : si P
,
= f , J ,

P
,

= f27 sur à densité
,
alors

↳ lebesgue an µ
P

,
* Pe = # * f-a) 7 ,

où

f. * te = Jfk - g) fdg) dy , * × -

à yµ
déni : ff4 + g) f , fdg) dxdy - f ( fh#g) file x) fdg) dy



= fh# pfff - g) fdg) djf de = fhzf) dll , * 1)⑦ ,
the BYRD

⇒ P
,
* Pa en à densité fifa : x - ffk-ylfdyldz.DZ

Prop . : forint X
,#

deux v. a. à valeurs dans Rd
, indé .

,
de densité f, .fi

Alors la v. a
.

S = Xp Kea pom
densité

g-
- f. rfe .

loin
. : the CI ,

Es Eydz
Eh = $ h# g) f , fdg) dxdy-fqhxfytf.cl d) fa dy

=/ htt G) de . ra

f , * te



Exemple : Soient X
, ,
Xz deux v.an

. vidép .

de même loi uniforme son § , ] .

Quelle est la loi de S = X
,
+ Xe ?

ns On sait
que
S et à densité

g
: xrs agis * A-go.pk/puttg.gEHH..p4b
= { A-go.pk - g) dy = ! ftp.i.ycyttg .

( o Ex -

y
Et ⇐ × - t C-

y
E x)

Si × c- foi) , g = ×

Si × El , e) , g
= 1- f- D= e- ×

Sinon
,

t'
y

c- foi) , y ¢ fx - t
, xp don .

g (
x ) = 0 .



hop . : Soit (X, Y) un couple de v. a. n
. indép .

de loi infime à@ D .

En pose U = f255 as fait x)
V =Æ ai fait YI

Alors les v. a U
,
V sur indép de même loiN@Ddein.i

soir µ : ¢ , g) ts (=L as g) ,v-_-FGxsis@TyDrnrfmmdiffo.deD--JoDxJo.Dson D= KIKI fdp) .

Ca a J (f) ¢ , g) =p
as g) Ægx fait ni any

¥}#×

si @Ty) F27 2T as 2T
y }

= - 2¥ as
'

ETg) - II si
&

g) = - II



et donc f-- t
'

a T dit =#¥
"

{÷? ! qu
on a # e.y . ËÊÊËÀ

d' où : tt h C- CI ,
Lili , v)

§¥ g) dxdy = § h@DsftK.Hdndr
= §, h ftg eËË] du dr .



On conclut
que ¢ , D= t¢ Y a pq densité

¥ e-ùÏ As = ¥ e- Èx ¥. e-
È

pp . ( lames- de

Rh D est nulle)
Exemple : (X, Y) couple de v.a. n

.

de même loi N@D.inehp .

On pose T = ¥ ( P (X =D -
- o) .

Si de T ?

vu Soit fr : ¢ g) ne ¢ = ¥ ,
n = x) .

C'est un diffus .

de D= Rx BY an D= Rx R
"

.

•

afj : ; et THK:D -

- Ii ¥ =
- ±



donc pr f-- t
- '

i

t #HA = ¥
"

= - u

Été - t
tt h C- Cpf , on a

EU = ¥ f1 h # e

- tkt t
') dxdy

= ¥ $ h f) e
n'

# f. tp dt du

=¥ $ 4) e
- tkt n'

y a du

µ



= Ê { Htt[e-
à n'

nd] at
-

÷ ÷
donc T a

pm
densité

q
: t - ¥ × ftp.

Autre méthode : on passe en plains :

E ftp.t#ffhff)e-ttitHdxdy--¥{[ h@De-tirdrd.o



T

= L Info) do f-était?T -

-E w -

w -- bin o 1

du = f- tuto)do
do =

D=
Itw
'

= ¥ ↳ 4) ¥ dw

D'f. : (loi gamma)
On définit la fonction gamme par : pom tout x c-Jo ,

ta [



ma -

- six
"
e-

× dx
x )

Par IPP on voit que
t' f+4 = a t'(a), et t' (1) = 1

→ t CH) = n !
, pan tout n

E N (O ! =D
Le daigner de von . × ↳ Ox m -

q
.

f- : × ↳ {
0 si x.co

¥,
O
"xd

- '

é si × > o

est une densité de probabilité , appelée loi gamma
de paramètre d' échelle 0
et d' indices

,

notée f4,0) .

→ f4,01 A la loi exp .

de parano
ms Si X A me v. a. n .

de loi P ¢ Q ,
alors



Hp > - x
,
E 4) = fgft.at (⇒ E = f)
v = fr '

Exemple : si X = ¢ , v) est un rectum aléatoire de R2
,
avec U

,
V idée

de lois f4,01 ,
t'¢, Q . Quelle est la loi de Y

= ¥ ?

Comme la dimension de Y est plus petite que
celle de X ( le2)

on
"

complète
"

Y
, par ex .

,
Y
'

= ¢, 2f an , Z =
Ut V

ms f : 4,4 =

y ,
un _ z) est bj.de D= ]0,5fr dans

D-- JOÏLXJO,#[
et f-- t

'

: GH - (tt _ Http: qd -

- z
a pour jacobien



Soir he CI ; on a

µ ÉD à
E4lxD-_ffgahIy@YjpIpuNvtte-oHDapCn.DJdudv

holly A-
f-× fact

= § hlgz) (y
"
E# t' f- g)t ') e-

* Édydz

n' fy.ly#p%ffpqz-
"t'

y
"

f- g) t' e-
a

#g.⇒



On déduit f- y (g) = ffy.ly , et de
^

=

%) y
"

f- g)
t '

Iga , [ (g) [J" P z
"t' e-

e-
dz

-

=P@ + f) [¥po"Pzttf
- le- raz

= fË¥y" t - g) t' as . .
ma loi béta de paramètres x et p



On a aussi la densité de Z :

comme fy.ly , e) = f- y × fË§x "t' e-* Iza, *¥
-

⇒ c'est la densité fz# de Z
.

⇒ On a montré :

Prop . : si UN v. a . indép _

de lois P&o) , resp .

t' 4,0) ,
alors UN suit la loi t'En xp , O) et A indép .

de ¥v .



7. Fonction caractéristique → on# y
>

An
,

tt ×
, y
E R

"

,
on note (¥

,

g) le produit scolaire de × et
y

Îxiyi
i = I

Si
u ER

"
et X en me va à valeurs dans R

"

,
on peut

considérer et tu'" comme me v. a. à valeurs couples (dans e)
et Y = Re élit

,

2- = Im e

i t' ×) sont des v.a. r .

Comme le
" I = I tt × ER

"

,

Y et Z sont bornées donc intégrables .

m Il en naturel

"

d' écrire l' espérance de è comme

E-(e '
×) ) = E- (Y) + i E f) = E @s @ , xD t i E fai lu , XD .



Déf . : si X est un vecteur aléatoire à valeurs dans B
"

,
n I I

,

sa fonction caractéristique est la fonction
§× :

R
"

→ ¢

a ↳ Edith") = fei dp
×

→ ne dépend que
de la loi de X : c

'

en la
"

transformé de Furies " de Py

Prop .
: § × est une fonction de module E I

,
continue

,

et 10×61=1 .

d'un
.

: f × = E d) = l

+ nan "
, Elk ELM ¥ÜàgÇ%Ï)



donc

Hxat--fE@dxDffesfnixDJEEofosdn.D+ sinon ,D) = 1
.

→

Enfin , pour
la continuité

,
si
up
→ n

,
alors ei @ t' ×) CV snjlemerr vas

ei @ H
et comme fei HAI E I

,
on a pas CV dominée :

↳ dans L
'

10×4 p
) = Edith") - E kil") = § × d)

p

du § × en co . Dz



Prop .
: si | Xp

"

est tous L
'

,

MEIN
, ( I. I :

nome en italienne)
alors §× on C

"

sm R
"

( m fois continûment différentielle) ,
et tt indices i

, ,
.
. . .

, im :

J
"

Iii
.

# ④ = i
"

E ( e it ' " Xi , Xiii . - Xin )
( X ,

si
-

, Xn : composants de X)
⇒En prenant n = 0 , on peut

calculer E ¢ i
,

.
. . . Xin ) à partir des désirés

en 0 de la fonction couac
. § × .

Exemple : s
'

n - t
,
E = - i fé@ ) , E = - § j' d) , etc .

si × C- L '
si XE f2



dém
.
: on suppose m = l

' ( idem pom n 72
, pa n'c.)

Soit
vj

= @ ,
.
. _

,
0
, Ip ,

0
,
÷

.

,
O) le j

- ème recteur de base de R
"

.

j

On a pxkt-tujf-nl.efeifudeitxj.im) .

spasmes tp go
Ls v. a

. ei¥p CV smjlemen nen i Xj en étant bornées en module

du pr le thm de cv dominée
,

µ N'jl E L
'



pxfut-tujf-nlcvm.IEfil" XD quand t - O
.

On déduit
que 2×jp× existe et = i Efi l'

×)
Xj) .

De même
que précédemment on mq .

0 fox M C
'

.

Prop . : si X est une v.a à valeurs dans R
"

,
a E R

"

,
et

A Emma (A) matrice mxn
,

alors § ** d) = était 10×44 ,
tu C- R

"

.



déni
.
on a eit.at#t=eilideiltA") et on passe à

l' espérance .

Exemples :

① loi binomiale B @ pt : f4) = (peint t -
p)
"

② loi de Poisson de paramètre 0 : § (a) = EOÊ
"

- t)

③ loi normale de@ il : f4 ) = e- Ï

④ loi normale de@ ,
r) : X = mtr Y où Y de loi d'HD

donc peu) = ein
"

e

- II



⑤ loi exp .

de paramètre 0 : ¢ 4) = ¥n .

⑥ hi
gonna todo

) : tel --Ê÷ .

⑦ loi uniforme à la , b) : peut aei
"

dx
=! !

= Ça , eû÷
= ËË × ï÷H



=
Sing) ein . atbz

.

vi.BI

efférente : la fonction caractéristique f0× caractérise la loi de la v.a. X.

dém
. : pan t 70 , on considère

fr : × ment,; e-
" "H)

, f. : une

- "Ê
.

On a ffdxlei dx =/ II.ftp.expfzftinjxjddx ,
dxn

= II ftp.expfftiujfdt



-

E @ int
"
) = § , (g) à Y est de loi

d'Ei)
=
ÎÈ

?

d' après l' exemple④ à- dessus

donc ff.ae
"
dx - jÏ e-Ï. e- HÉ = jeu,

Donc f. =

Ê⇒ËÊ⇐Ë⇒" It""
""" ↳

.



Supposons que
X et X

'

admettent la même fretin couac . §, = § × . .

Alors Effdx - D) = E µ ffHeil
"

-Ni a.)
= f trkl Èzµ ¢, e-

il""
↳

et idem
pour X

'

.

Donc E (fr4 - 4) = E #ok-d) ,
ii. E (h = E (h XD ponton fonction h de la forme nrsf.fr - r)
donc aussi tt fonction h dans l' espace vectoriel engendré par fEaÉÉ



D' après le théorème de Store - Weierstrass
,
cet

espace vectoriel en danse
(pmlacvmifome)

dans l' ensemble C. des fonctions continues sur R
"

de limite nulle à l'a

⇒ E (4) = E (h (x ') ) , the Co

Comme l' indicatrice d' un ouvert U
quelconque rt limite croissante de

11[ Un ] .pe , ↳Ç
CIN

,
on dote

que
tu orner de R

"

,

Pdu ) = PLXEU) -- EH (D) = Efe (x
'

)) = PNEU) - P, ,U u

donc P
×
- P
×
.

. Be



llteoème
: Si la v.a.✗ (dans R ") sautais µ E L

'

↳ né
.

de Lebesgue
alors Px = f. 7 , où

f : ✗ m
'

ça f
e

- i@À point du .

d'un
. : soit f , , % comme ci - dessus :

fr : ✗ ↳¥g,; e-
" "

, § : uns e-
"Ê

on a f. En) -- EH
-£ fr41

et si § ✗ c- L
'

alors fr4410✗ (t) c- L'☒ b) .



Gavin : gif f. À pratt
Effdx - D) =/# Ëµp× e-Kika,

-

- KITE fÆ e- Http# de

=@ttnfetiHlpdHYeilHfrddndtfr-v--xI-.kxtnffddfeiCHp#

dtdunfK-vtIttHq@y-nff.y.yfeKHpdHdtdx



d'où E ( h @ - d) = f h ¥, fé Http# A) dx
Ah C- C.
-

densité de t'
×

( en argumentant é à
- dessus

par
Stone - Weierstrass)



ftéorène : soit ✗ = ¢ , ,
. .

,
✗
n) vecteur aléatoire à valeurs dans R"

.

Pour
que
les composants X

, ,
. . .

,
✗
n

soient independants ,
il faut et il suffit que
④ 10×4 ,

- i.int = t' ✗ fui ) -
e - think) , tl , , _ , un / C- R " .

déni : ☒ Si les v. an
.

X
, ,

. . ✗
n
sont independants,

& ✗ l ) = Efim)
= E (ei

"j' j) = E fini
×

.

. .
. .
eiun ✗n)

= Ef
"") . . . . Efim

✗
n)

car ein '
✗

1

,
.

. .

,
ein " ×" sont des v. an . Indépendants



Supposons qu' on ait (a) .

G
peur coutume des v.an . indépendants

Xp
'

,
. . . X ! t - q Xj et Xj ont mère loi µ tour f-

I
,

_ .

,
r

.

En piratai , loxj = pxj . l' = fixé , _ .
. :X:))

£ v. a
.

X et X
'

ont donc tous deux comme fonction correct
.

txt- II. txj , ( ki -- II. txj txj d'qu' ED
et donc même loi @ la fnatuin caractéristique caractérise la loi) .

On déduit
que pour tous brélais (Aj) j ,

P µ je Afp )
=P ( j hxje Aj} )

=
P j' C- Aj }) = Pfhxje AJD

d' où l' indépendance des Xj .

DE



Prop ,
: Si ×

,
Y sont deux v. a. indépendants à valeurs dans Ph"

,
uh
,

alors t' ✗ + ✗ = t'✗ § y inhp .

dein
. : &×+yH= E ( il#

+ "D) = E Heil" ") ! E A) Ef IGH)
= 4×414×4) B


